
RELATIVITÀ  GENERALE

"Qual é il geometra che tutto s'affige

per misurar lo cerchio, e non ritrova,

cercando, quel principio ond'egli indige;

tal era io a quella vista nova...."

PARADISO XXXIII, 133-136
1   Principio di equivalenza 
Si supponga di avere un razzo che si muove nello spazio lontanissimo da ogni pianeta. Se il razzo accelera improvvisamente con accelerazione a , i passeggeri si sentiranno spinti verso la parete opposta da una forza apparente F = m a. Se poi a assume il valore della gravità terrestre g, dentro la navicella sembrerà agli astronauti di muoversi come se il razzo fosse ancora sulla rampa di lancio. Gli oggetti cadrebbero come sulla terra, e su una bilancia avrebbero lo stesso esatto peso che hanno su una bilancia terrestre. Se invece il razzo, prima in moto uniforme, decelerasse all'improvviso, gli astronauti si sentirebbero proiettati in avanti, come se un misterioso pianeta si fosse parato davanti al razzo, facendo risentire gli effetti della propria gravitazione. Certo, si sa che un pianeta non compare dal nulla; ma dentro la capsula non si saprebbe affatto se cio può ancora essere valido, perché GLI EFFETTI SONO GLI STESSI! Ne consegue IL PRINCIPIO DI EQUIVALENZA:

« Un sistema accelerato é perfettamente equivalente ad un sistema immerso in un campo gravitazionale »

É il principio su cui si fonda la RELATIVITÀ GENERALE, così detta perché quella ristretta ne é un caso particolare, qualora sia  a = 0.

2   Deflessione della luce 

Ai fenomeni meccanici si affiancano, nel campo della relatività generale, quelli elettromagnetici ed ottici in particolare. Esaminiamo il caso della LUCE. Supponiamo di trovarci in un razzo che si muove con una accelerazione elevata, e di avere un fascio di luce che attraversi più schermi fluorescenti, posti a distanza costante d, così da lasciare su di essi una traccia visibile. 

Gli intervalli di tempo che vanno dall'emissione del raggio luminoso al momento in cui esso lascia la traccia sul primo, sul secondo,... schermo misurano rispettivamente:

                              d  ,  2 d  ,  3 d   e così via.  

                              c       c         c

Ma durante ciascuno di questi intervalli il razzo si é mosso perpendicolarmente al raggio con accelerazione a , compiendo tragitti pari rispettivamente a:

                     1 a  d    ;    1 a  2 d    ;    1 a  3 d    etc.

                     2     c          2      c            2      c   

e cioè:

                                         1 a  d  = s  ;   4 1 a  d  = 4 s  ;  9 1 a  d  = 9 s

                                         2     c                 2     c                   2     c 

e così via.

Il moto del raggio di luce, composto di un moto in progressione aritmetica (con legge lineare) e di un moto in progressione geometrica (con legge quadratica), é PARABOLICO. Naturalmente, per il principio di equivalenza, ciò deve essere vero anche in un sistema gravitazionale. Però l'esperienza non sembra poterci venire in aiuto: in un secondo un raggio di luce percorre 300.000 Kilometri, mentre un corpo qualsiasi cade sulla terra di soli 4,9 metri: appena un sessanta milionesimo! Tuttavia, se il campo gravitazionale é molto forte e le distanze considerate sono grandi, su scala astronomica, ciò diventa rilevabile. Per esempio, un raggio di luce che passa accanto al sole viene deflesso. Di quanto? Il sole ha un raggio di 700.000 Km circa e una massa di 2 * 1030 Kg circa. La sua accelerazione di gravità vale:

           M                          N m2       2 * 1030  Kg

g = G ---- = 6,67 * 10-11  ------- * ------------------- = 27 m / s  (circa)   

            r2                            Kg2       49 * 1010  m2 

Supponiamo che essa agisca, mantenendosi costante, per una distanza dell'ordine del raggio del sole. Il tempo t impiegato dalla luce a percorrere il diametro solare vale:

        1.400.000 Km

t = ----------------------- = 4,6 s  (circa)

        300.000 Km / s

Perciò la CADUTA della luce, se così si può dire, nel campo di gravità del sole vale:

       1              1 

h = --- g t2  = --- * 27 m / s  * 21,7 s  = 294 m  (circa)  

       2              2

L'ordine di grandezza dell'angolo di deflessione é valutabile come rapporto tra questa deflessione ed il raggio solare:

          294 m

   --------------------- = 4,2 * 10-7  radianti = 1"  d'angolo (circa)

    700.000.000 m

Nel 1919 alcuni astronomi guidati da sir Arthur Eddington impiantarono sull'isola di Principe (nel golfo di Guinea), allora colonia portoghese, un osservatorio per studiare un'eclisse di Sole invisibile alle nostre latitudini ma totale, e costatarono che la luce delle stelle veniva effettivamente deflessa presso il bordo del disco solare, di un angolo stimato in 1,76". Fu la prima grande conferma della teoria einsteniana della relatività generale.

3   Gli orologi in campo gravitazionale 
Supponiamo ora di trovarci in un campo gravitazionale e consideriamo quali conseguenze avrà il moto di un'onda in tale campo. Se f é la frequenza dell'onda ed h la costante di Planck (6,6 * 10-34  J * s), l'energia trasportata da quest'onda é  E = h f. Ricordando che un corpo di massa m è associata secondo Einstein un'energia E = m c2, allora anche al fotone, privo di massa inerziale, si può associare una massa dinamica md, pari a:

md  = E / c2 = h f / c2
Salendo nel campo gravitazionale, tale massa deve compiere un lavoro:

L = md g s = h f g s / c2
dove s é il dislivello colmato. Quindi la sua energia totale E  diminuisce:

E' = E - L = h f – h f g s / c2 = h f ( 1 – g s / c2 )

Quindi, poiché  E' = h    , dove  f  é la frequenza del fotone dopo aver colmato il dislivello s:
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Se s é molto piccolo, anche  (g s)  é insignificante rispetto a c2 e la formula si riduce ad f ' = f. Se però il campo gravitazionale é assai intenso ed il dislivello colmato é notevole, si hanno variazioni non trascurabili. 

Poiché  (g s) < c2 sempre, f ' é sempre minore di f. Perciò ne segue che, salendo in un campo gravitazionale, la frequenza delle onde elettromagnetiche si sposta verso il rosso. Infatti, maggiore é la frequenza più lontani si é dal rosso nello spettro.

La verifica sperimentale fu eseguita nel 1965 da G. Pound e G. Rebka, che lavorarono in una torre alta 20 metri. La variazione risulta di:

   f '          g s             9,8 m / s2 *  20 m

  --- = 1 - ----- = 1 - -------------------------- = 1 - 22 * 10-16
   f             c2                 9  1016  m2  / s2
Variazione infinitesima, questa, che poté essere rilevata con un esperimento delicatissimo, grazie ad un provvidenziale fenomeno di restringimento delle linee spettrali noto come effetto Mossbauer. La variazione di frequenza é di circa 1 Hz.

Estendendo i risultati ad una qualsiasi distanza R dalla massa M  che genera il campo gravitazionale, se  G  é la costante di gravitazione universale  (6,67 * 10-11  N m2 / Kg2 ), uguagliando forza gravitazionale e forza peso agenti su un qualunque corpo di massa m si ha:

                                                                                M m

                                                                g m = G --------

                                                                                  R2
cioè g = G * M / R2 . Se assumo s = R, cioé che l'onda elettromagnetica "cada" fino al centro della terra, ricavo:
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Un elettrone ruotante intorno ad un nucleo può essere sfruttato per il funzionamento di un OROLOGIO ATOMICO: la frequenza del moto elettronico é utilizzata per far spostare la lancetta (cioé per azionare il segnatempo). Ma se ci spostiamo verso l'alto in un campo gravitazionale, la frequenza, come si é visto, diminuisce.

La frequenza é l'inverso del periodo: a quota maggiore gli orologi vanno quindi più rapidamente. Si ha infatti, sulla base di quanto detto in precedenza, la relazione:


[image: image3.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

R

c

gM

t

'

t

2

1


questo ci aiuta a spiegare l'apparentemente assurdo spostamento verso il rosso: il periodo dell'onda, a quote più alte, risulta leggermente maggiore di quello a quote più basse, quindi la frequenza APPARENTEMENTE sembra diminuire; in realtà é sempre la stessa, é il tempo relativo che é diverso! Anche la variazione del tempo é stata verificata sperimentalmente: un aereo con a bordo un orologio atomico B, sincronizzato con uno a terra A, é stato portato ad alta quota e si é rilevata la variazione da esso subita.

Considerando che dei 52,8 nanosecondi di variazione complessiva, circa 5,7 nanosecondi sono da attribuire all'effetto relativistico della dilatazione dei tempi, si ha una differenza netta  di + 47,1 nanosecondi in circa 40 ore. Confrontando A e B dopo che l'aereo é atterrato, si riscontra proprio una variazione lievissima di circa 48 nanosecondi. La precisione é di circa l'1 %.      

Ecco un'altra delle stupefacenti conseguenze della relatività einsteniana. I nostri pronipoti, che un giorno si trasferissero a vivere in orbita terrestre, a gravità zero, o sulla Luna, dove la gravità é un sesto della nostra, invecchierebbero più velocemente di noi (che questo risulti un freno per la colonizzazione dello spazio?) Anzi, di più: chi abita ai piani più alti delle case, invecchia prima, sia pure di pochi microsecondi!

4   Le aste si accorciano 

Consideriamo ora due aste uguali, o almeno di uguale misura in uno stesso sistema di riferimento (nel vuoto cosmico, lontano da grandi masse), e portiamone una in prossimità di una massa M, alla distanza R dal suo baricentro. Se facciamo partire un raggio di luce da una estremità all'altra delle due aste,  finché siamo nello stesso sistema, i tempi sono rilevati uguali (é l'unico mezzo che possediamo per poter stabilire l'uguaglianza delle due aste!). Ma se un'asta é in un sistema gravitazionale, i tempi variano:
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moltiplico per  c:
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ma:

c tA = lA     ;     c tB  = lB
ne consegue allora:
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quindi,in un sistema gravitazionale le aste SI ACCORCIANO. Pare incredibile, eppure quando passiamo da gravità zero ad un  campo  gravitazionale  non trascurabile si verificano gli stessi stranissimi fenomeni che abbiamo rilevato allorché siamo passati da un riferimento in quiete, o a bassa velocità, ad uno in moto con velocità paragonabile a quella della luce: le lunghezze e i tempi misurati in prossimità di masse risultano.... più corti. E questa risulta la più diretta conseguenza del PRINCIPIO D'EQUIVALENZA einsteniano.

5   Euclide ha fallito
Man mano che ci addentriamo nella fisica relativistica, le nostre affermazioni si fanno sempre più sconcertanti. Siamo sicuri di camminare ancora coi piedi per terra, o stiamo volando sulle ali della matematica? Come si può fare per verificare sperimentalmente un'affermazione come quella precedente? La difficoltà é evidente. Nel caso dei tempi, abbiamo utilizzato due orologi che, in diversi sistemi gravitazionali, sfasavano per poi mantenere la sfasatura dopo l'atterraggio dell'aereo.

Nel caso delle lunghezze é diverso. Se sull'Everest un'asta é più lunga che nella fossa delle Marianne (la variazione é naturalmente piccolissima), portando lassù e laggiù un metro, esso parimenti s'allunga e s'accorcia. Riportando un'asta vicino all'altra, cambia il sistema ed esse riassumono la stessa lunghezza. Come si può verificare, allora?

Ricorriamo ad un esperimento concettuale. Supponiamo che un geometra misuri, con regoli di ugual lunghezza (o con lo stesso regolo, spostandolo continuamente), il diametro dell'orbita terrestre e poi, con gli stessi regoli,  la sua  circonferenza. Egli troverà, dividendo la misura della circonferenza per quella del diametro, il rapporto:

c / d = 3,1415924853...

Questo rapporto, secondo le previsioni della geometria euclidea, dovrebbe invece essere:

c / d = 3,1415926536...

Per la prima volta, EUCLIDE HA FALLITO. Come si spiega la discrepanza? Perché la geometria euclidea non vale più? Alla luce di quanto si é detto prima, le aste che vegono allineate per misurare il diametro, essendo dirette secondo le linee di forza del campo di gravità del sole, subiscono la massima contrazione gravitazionale, e quindi occorreranno più regoli per misurare la stessa lunghezza nel caso che la massa solare non esistesse. Invece, i regoli della circonferenza sono perpendicolari alle linee di forza, e quindi la loro contrazione é nulla: perciò il numero di regoli é sempre lo stesso, anche supponendo di far sparire il sole. Per questo, nel rapporto  c / d, il diametro é maggiore che se la massa non esistesse, perciò il rapporto é minore di quello determinato a priori, cioè di 
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.

Ecco perché, nello spazio, la geometria euclidea non esiste più. La relatività einsteiniana ha fatto cadere un'altra testa illustre.

Il risultato ottenuto si può spiegare anche così. Supponiamo di scavare una buchetta per terra e poniamo su di essa un bastoncino. Due legioni di formiche attraversano la piccola buca, una sul bastoncino teso fra due estremi opposti  e  l'altra sul fondo.  Se partono insieme, la prima schiera precederà la seconda,perché il tragitto più breve tra due punti é quello rettilineo. Se però la buca é ampia e poco profonda, anche la seconda schiera delle mie formiche crederà di aver percorso il diametro della buca. In effetti lo ha fatto, ma... in un diverso sistema di riferimento!

Quindi, il risultato della diminuzione del valore di rispetto alle misurazioni teoriche può anche essere espresso dicendo che lo spazio é curvato. 

Se una formica geometra misurasse con opportuni regoli la circonferenza della buca ed il suo diametro sul bastoncino, troverebbe esattamente il rapporto 
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. Se invece misurasse il rapporto  c / d  sul fondo della buca, constaterebbe con stupore che  c / d  > 
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, esattamente come abbiamo fatto noi. Ciò non significa che lo spazio si é curvato realmente, ma solo che gli effetti sono  gli stessi di quelli constatati in un caso del genere. Per questo, lo spazio attorno al sole si dice "curvo".

Tale affermazione può essere giustificata con altre semplici osservazioni. Se misuriamo gli angoli di un triangolo disegnato su un piano, troviamo che la loro somma é esattamente     radianti, cioè 180°. Invece se il triangolo é disegnato su una sfera, si riscontra che tale somma é maggiore di 
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 radianti! Per esempio, il triangolo formato da due meridiani perpendicolari e dall'equatore ha tre angoli retti! Se misuriamo tale somma in un triangolo disegnato su una superficie a sella, come quella in figura, si trova che anche essa risulta minore di 
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 radianti.

Per convenzione si dice che la curvatura di una sfera é POSITIVA, quella di un piano é NULLA e quella di una superficie a sella é NEGATIVA. Perciò si ha che la somma degli angoli interni di un triangolo é maggiore, uguale o minore di    radianti, a seconda che sia disegnata su di una superficie a curvatura positiva, nulla o negativa. Ora, se si misurano gli angoli del triangolo che ha per vertici la Terra, Venere e Marte, si vede che la LORO SOMMA RISULTA MAGGIORE DI 
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 RADIANTI! Quindi il Sole  attribuisce  allo spazio circostante una curvatura positiva. Una verifica sperimentale più rigorosa fu com-piuta da Irwin Shapiro con il radiotelescopio di Haystack (USA). Esso può venire usato per misurare le distanze planetarie, inviando ai pia-neti un fascio di microonde per riceverle di ritorno dopo un certo tempo t. La loro distanza é data da (ct)/2. Ora, Shapiro misurò la distanza di Venere e della Terra in opposizione (da parti opposte rispetto al Sole), quando il cammino delle onde RADAR é praticamente la somma del raggio dell'orbita terrestre e di quella venusiana, e trovò che il cammino effettivo é maggiore di quello previsto dalla geometria euclidea di circa 36 Km. Quale migliore conferma?

La curvatura dello spazio può, in prima approssimazione, spiegare anche la curvatura dei raggi di luce. Non sono essi che si incurvano, ma LO SPAZIO IN CUI VIAGGIANO. In altre parole, LE MASSE MODIFICANO LO SPAZIO CIRCOSTANTE. 

Allo stesso modo, allora, questa descrizione della natura può anche interpretare il moto della LUNA ATTORNO ALLA TERRA in un modo completamente diverso da quello usato da Newton. Infatti, proviamo a pensare ad una massa appoggiata su di una superficie elastica.  È ovvio che quest'ultima viene INCURVATA dal peso del corpo, assumendo una tipica forma ad imbuto:

È dunque evidente che, mentre la traiettoria di una pallina che si muove indisturbata sul tappeto elastico indeformato è rettilinea, quella di una pallina che si muove sul tappeto inflesso dalla grossa boccia è CIRCOLARE attorno alla boccia stessa. Dunque il moto della Luna attorno alla Terra, anziché attraverso l'equilibrio tra forza centrifuga ed attrazione gravitazionale newtoniana (interpretazione dinamica classica del moto), si può spiegare dicendo che, IN UNO SPAZIO CURVATO DALLA PRESENZA DI MASSE, IL PIÙ BREVE CAMMINO TRA DUE PUNTI È UNA CURVA. Si dice comunemente che Albert Einstein ha "geometrizzato la gravità", cambiando per sempre il volto della fisica come noi la conosciamo.
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