Imbuto gravitazionale
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Introduzione
Si tratta di un gioco molto diffuso nei musei, che consiste nel lanciare una moneta all’interno di un oggetto con una forma particolare, simile ad un imbuto. Si cercherà di fare in modo che la moneta venga inghiottita dal foro dell’imbuto il più tardi possibile. Esso permette tra l’altro di simulare le orbite dei pianeti.

Descrizione
Quando una sferetta viene lanciata con opportuna velocità orizzontale all’interno dell’imbuto, essa descrive una traiettoria circolare che un po’ alla volta spiralizza verso il basso, mentre la sua velocità cresce gradualmente. Se la sua velocità iniziale è diretta anche verso l’alto, la sferetta sale e scende nel pozzo e la traiettoria vista dall’alto non è più circolare, ma ellittica. Non solo la traiettoria è ellittica, come per i pianeti, ma la velocità orizzontale della sferetta è più elevata in prossimità dell’asse dell’imbuto, mentre è minore quando si trova più lontana.
La traiettoria della sferetta appare dunque come l’orbita di un pianeta che ruota attorno al Sole. Il foro dell’imbuto rappresenta il Sole, la sfera un pianeta e la forza “gravitazionale” è fornita dalla parete dell’imbuto. Affinché la sferetta si comporti nel modo sopra descritto, il profilo dell’imbuto deve essere iperbolico. 
Supponiamo dapprima che la sferetta si trovi su un piano inclinato, privo di attrito e di inclinazione α. Le forze che agiscono sulla sfera sono la forza peso FP e la reazione vincolare R del piano. Affinché la sfera segua un moto circolare, la somma di queste due forze deve essere paria alla forza centripeta (vedi fig 2)
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In altre parole, deve essere:
Fc  = m ac = m ω2 x
Dunque:

R cos α = m g e R sen α = m ac
Da cui:

tg α = ω2 x/g

Supponiamo ora che il profilo del piano su cui si muove la sferetta sia a sezione di iperbole con equazione y = –k/x (il segno meno è stato scelto per ottenere una tangente positiva). La tangente dell’angolo è la derivata prima della funzione, dunque:

tg α = k/x2

Uguagliando le precedenti si ottiene:

ω2 x/g = k/x2

Sostituendo ω con 2 π /T, si ricava:

4π2x/T2g = k/x2

Ovvero x3/T2 = costante, che coincide con la terza legge di Kepler!

La forza cui è soggetta la sferetta è la forza centripeta Fc = m ω2 x = m 4π2 x/T ; sostituendo a T la precedente, la forza risulta essere proporzionale all’inverso del quadrato della distanza, proprio come la forza di gravitazione universale!
È necessario sottolineare che le orbite non sono chiuse, a causa della perdita di energia dovuta alle forze di attrito.
Può essere interessante filmare l’orbita della moneta e analizzarla con il software Tracker. Nella figura 3 si possono osservare alcune posizioni della sfera:
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Figura 3.




